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3Ââåäåíèå.Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è äåéñòâèÿ íàä íèìè èçó÷àëèñü ðàíåå âêóðñå âûñøåé ìàòåìàòèêè. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëàìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â ðàçëè÷íîé �îðìå.Àëãåáðàè÷åñêàÿ �îðìà:
z = x + iy,ãäå x è y � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì x = Re z íàçûâà-åòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à y = Im z �ìíèìîé ÷àñòüþ.Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà:

z = r(cos ϕ + i sin ϕ),ãäå r = |z| =
√

x2 + y2 � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ϕ =
Arg z � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Óãîë ϕ îïðåäåëåí íåîä-íîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π :

Arg z = arg z + 2πk, k ∈ Z.

arg z åñòü ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì
−π < arg z 6 π.Ïîêàçàòåëüíàÿ �îðìà:

z = reiϕ.Çàäà÷à 1.Êîðåíü n -îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z èìååò n ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå
n
√

z = n

√

|z|
(

cos
ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n

)

,ãäå k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 .Òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì n
√

z , ÿâëÿþòñÿ âåðøè-íàìè ïðàâèëüíîãî n -óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðà-äèóñà R = n

√

|z| ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.



4Ïðèìåð. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ êîðíÿ 4
√

1 − i .�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = 1− i â òðèãîíî-ìåòðè÷åñêîé �îðìå:
|z| =

√

(1)2 + (−1)2 =
√

2.















cos ϕ =
1√
2

sin ϕ = − 1√
2
,òî åñòü ϕ = −π

4
.Ïîëó÷àåì:

z = 1 − i =
√

2
(

cos
(

−π

4

)

+ i sin
(

−π

4

)Ñëåäîâàòåëüíî, 4
√

1 − i èìååò 4 çíà÷åíèÿ
zk =

8
√

2

(

cos
−π/4 + 2πk

4
+ i sin

−π/4 + 2πk

4

)

.Ïîëàãàÿ k = 0, 1, 2, 3 , íàõîäèì
z0 =

8
√

2
(

cos
(

− π

16

)

+ i sin
(

− π

16

))

,

z1 =
8
√

2

(

cos

(

7π

16

)

+ i sin

(

7π

16

))

,

z2 =
8
√

2

(

cos

(

15π

16

)

+ i sin

(

15π

16

))

,

z3 =
8
√

2

(

cos

(

23π

16

)

+ i sin

(

23π

16

))

=

=
8
√

2

(

cos

(

−9π

16

)

+ i sin

(

−9π

16

))

.Çäåñü ìû ïðåîáðàçîâàëè çíà÷åíèå àðãóìåíòà ê åãî ãëàâíîìóçíà÷åíèþ.



5Çàäà÷è 2, 3.Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ �óíêöèé ïîëåçíî èñ-ïîëüçîâàòü èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç �óíêöèè ez è ln z . Ïðè ýòîìèñïîëüçóåì ñëåäóþùèå �îðìóëû:
ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y),

Ln z = ln |z| + i arg z + 2πki, i ∈ Z.Òîãäà ëåãêî íàéòè çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ �óíêöèé.Ñòåïåííàÿ za = ea Ln zÏîêàçàòåëüíàÿ az = ez Ln aÒðèãîíîìåòðè÷åñêèå sin z =
eiz − e−iz

2i

cos z =
eiz + e−iz

2

tg z =
sin z

cos z
; ctg z =

cos z

sin z�èïåðáîëè÷åñêèå sh z =
ez − e−z

2

ch z =
ez + e−z

2

th z =
sh z

ch z
; cth z =

ch z

sh zÎáðàòíûå Arcsin z = −i Ln(iz +
√

1 − z2)òðèãîíîìåòðè÷åñêèå Arccos z = −i Ln(z +
√

z2 − 1)

Arctg z = − i

2
Ln

1 + iz

1 − iz

Arcctg z = − i

2
Ln

z + i

z − iÎáðàòíûå Arsh z = Ln(z +
√

z2 + 1)ãèïåðáîëè÷åñêèå Arch z = Ln(z +
√

z2 − 1)

Arth z =
1

2
Ln

z + 1

1 − z

Arcth z =
1

2
Ln

z + 1

z − 1Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî êîðíè, âõîäÿùèå âýòè �îðìóëû, êàê îáû÷íî, ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ.



6Ïðèìåð 1.
ch(2 − 3i) =

e2−3i + e−2+3i

2
=

=
1

2

(

e2 (cos(−3) + i sin(−3)) + e−2 (cos 3 + i sin 3)
)

=

=
1

2

(

e2 cos 3 − ie2 sin 3 + e−2 cos 3 + ie−2 sin 3
)

=

= cos 3 · e2 + e−2

2
− i sin 3 · e2 − e−2

2
= cos 3 ch 2 − i sin 3 sh 2.Ïðèìåð 2.

2i = ei Ln 2.Òàê êàê
Ln 2 = ln 2 + 2πki,òî

2i = ei(ln 2+2πki) = ei ln 2−2πk = = e−2πk(cos ln 2 + i sin ln 2).Ïðèìåð 3.
z = Arcsin

π

3
i = −i Ln

(

−π

3
±
√

1 +
π2

9

)

.Ó÷òåì, ÷òî √1 +
π2

9
>

π

3
, ïîýòîìó

α1 = −π

3
+

√

1 +
π2

9
> 0 è arg α1 = 0,

α2 = −π

3
−
√

1 +
π2

9
< 0 è arg α2 = π.Ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:



71) z1 = −i Ln

(

−π

3
+

√

1 +
π2

9

)

=

= −i

(

ln

(

−π

3
+

√

1 +
π2

9

)

+ 2πki

)

=

= −i ln

(

−π

3
+

√

1 +
π2

9

)

+ 2πk, k ∈ Z.2) z2 = −i Ln

(

−π

3
−
√

1 +
π2

9

)

=

= −i

(

ln

(

π

3
+

√

1 +
π2

9

)

+ πi + 2πki

)

=

= −i ln

(

π

3
+

√

1 +
π2

9

)

+ π + 2πk, k ∈ Z.Ïðèìåð 4.
z = Arctg(1 + i) = − i

2
Ln

1 + i(1 + i)

1 − i(1 + i)
= − i

2
Ln

i

2 − i
=

= − i

2
Ln

i(2 + i)

4 + 1
= − i

2
Ln

(

−1

5
+

2

5
i

)

.Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α = −1

5
+

2

5
i èìååì:

|α| =

√

1

25
+

4

25
=

1√
5
,

arg α = π + arctg(−2) = π − arctg 2.Îòñþäà ïîëó÷àåì
z = − i

2

(

ln
1√
5

+ πi − i arctg 2 + 2πki

)

=

=
π

2
− 1

2
arctg 2 + πk +

i

4
ln 5, k ∈ Z.



8 Çàäà÷à 4.Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy èçîáðàæàåòñÿ â ïëîñêîñòè
XOY òî÷êîé M ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) . Ìîäóëü |z| = r è àð-ãóìåíò ϕ = arg z ñîîòâåòñòâóþò ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì òî÷êè
M .Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

|z − z0| 6 Rçàäàåò êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà R . Íåðàâåíñòâî
Re z > a çàäàåò ïîëóïëîñêîñòü, ðàñïîëîæåííóþ ïðàâåå ïðÿ-ìîé x = a , à íåðàâåíñòâî Im z > b � ïîëóïëîñêîñòü, ðàñïî-ëîæåííóþ âûøå ïðÿìîé y = b . Êðîìå òîãî, ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
ϕ1 6 arg z 6 ϕ2 çàäàåò óãîë ìåæäó ëó÷àìè ϕ = ϕ1 è ϕ = ϕ2 ,âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò.Ïðèìåð. Íàðèñîâàòü îáëàñòü, çàäàííóþ íåðàâåíñòâàìè:







1 < |z + i| < 2,

−π

4
< arg z <

π

2
.

x

y

-i
x

y

0



9�åøåíèå.Ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ñîîòâåòñòâóåò êîëüöî ñ öåíòðîì â òî÷-êå −i è äâóìÿ ðàäèóñàìè 1 è 2, îêðóæíîñòè â îáëàñòü íå âõîäÿò(ðèñ. 1).Âòîðîìó íåðàâåíñòâó ñîîòâåòñòâóåò óãîë ìåæäó ëó÷àìè ϕ =

−π

4
(áèññåêòðèñà 4 êîîðäèíàòíîãî óãëà) è ϕ =

π

2
(ïîëîæèòåëü-íîå íàïðàâëåíèå îñè OY ). Ñàìè ëó÷è â îáëàñòü íå âõîäÿò (ðèñ.2). Èñêîìàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïîëó÷åííûõîáëàñòåé (ðèñ. 3).

x

y

0
-i

Çàäà÷à 5.Óðàâíåíèå âèäà z = x(t) + iy(t) îïðåäåëÿåò íà êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè êðèâóþ, ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîòîðîé èìåþòâèä
{

x = x(t),

y = y(t).Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèåêðèâîé â âèäå F (x, y) = 0 .



10 Ïðè èñêëþ÷åíèè ïàðàìåòðà t áûâàþò ïîëåçíû �îðìóëû âè-äà:
1 + tg2 t =

1

cos2 t
(1)

ctg2 t + 1 =
1

sin2 t
(2)

1 − th2 t =
1

ch2 t
(3)

cth2 t − 1 =
1

sh2 t
(4)

ch2 t − sh2 t = 1 (5)
x

y

9

9

0

Ïðèìåð 1.
z = t2 + 4t + 2 + i(t2 + 4t − 7).Ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ

{

x = t2 + 4t + 2,

y = t2 + 4t − 7.Òîãäà
{

x − 2 = t2 + 4t,

y + 7 = t2 + 4t.Îòñþäà x − 2 = y + 7 , èëè
y = x − 9.Ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé (ðèñ.4).Ïðèìåð 2.

z = cth 2t +
3i

sh 2t
.



11
x

y

0 1-1

3

-3

Èñïîëüçóåì �îðìóëó (4).Òàê êàê






cth 2t = x,

1

sh 2t
=

y

3
,òî

x2 − 1 =
y2

9
,èëè

x2 − y2

9
= 1.Ýòî óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñ ïîëóîñÿìè a = 1 è b = 3 (ðèñ. 5).Ïðèìåð 3.

z = 2eit +
1

3eit
.Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ z :

z = 2(cos t + i sin t) +
1

3
(cos t − i sin t) =

7

3
cos t + i

5

3
sin t.

x

y

0
7

3

7

3

5

3

5

3

Òîãäà










x =
7

3
cos t,

y =
5

3
sin t.È òàê êàê cos2 t + sin2 t = 1 ,òî

(

3

7
x

)2

+

(

3

5
y

)2

= 1.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå êðèâîé
9x2

49
+

9y2

25
= 1.



12Ýòî ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a = 7
3
è b = 5

3
(ðèñ. 6).Çàäà÷à 6.Ïóñòü f = u(x, y) + iv(x, y) � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âíåêîòîðîé îáëàñòè U . Òîãäà äëÿ íåå â ýòîé îáëàñòè âûïîëíÿ-þòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-�èìàíà

∂u

∂x
=

∂v

∂y
(6)

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(7)Ïðè ðåøåíèè çàäà÷, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ïåðåìåí-íûõ x è y ê êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z , ïîëåçíî èìåòü ââèäóñîîòíîøåíèÿ âèäà:

z2 = x2 − y2 + 2ixy,

z3 = x3 − 3xy2 + i(x2y − y3),

ez = ex(cos y + i sin y),

ch z = ch x cos y + i sh x sin y,

1

z
=

x − iy

x2 + y2
.Ïðèìåð. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ f(z) ïî èçâåñòíîéåå ìíèìîé ÷àñòè v(x, y) = 3x + 2xy ïðè óñëîâèè f(−i) = 2 .�åøåíèå. Íàõîäèì:

∂v

∂y
= 2x,

∂v

∂x
= 3 + 2y.Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ∂u

∂x
= 2x . Òîãäà

u(x, y) =

∫

2x dx = x2 + ϕ(y).Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (7):
∂u

∂y
= ϕ′(y) = −(3 + 2y).



13Èíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî:
ϕ(y) = −

∫

(3 + 2y) dy = −3y − y2 + C.Èòàê, u(x, y) = x2 − 3y − y2 + C . Ïîýòîìó
f(z) = x2 − 3y − y2 + C + i(3x + 2xy).Ïî óñëîâèþ f(−i) = 2 . Íî òîãäà x = 0 , y = −1 . Ïîýòîìó
f(−i) = 3 − 1 + C + i · 0 = 2 + C = 2.Îòñþäà C = 0 . Ïîëó÷àåì:
f(z) = x2 − 3y − y2 + i(3x + 2xy) =

= (x2 − y2 + 2xyi) + 3i(x + iy) =

= z2 + 3iz.Çàäà÷à 7.Ïóñòü îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíàâ îáëàñòè D , à C � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ èëè íåçàìêíó-òàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â D . Ïóñòü, êàê îáû÷-íî, z = x + iy , f(z) = u + iv , ãäå u = u(x, y) , v = v(x, y) �äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè ïåðåìåííûõ x è y .Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò �óíêöèè f(z) êîìïëåêñíîãî ïå-ðåìåííîãî z ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îáû÷íûõ êðèâîëèíåéíûõèíòåãðàëîâ, à èìåííî,
∫

C

f(z) dz =

∫

C

u dx − v dy + i

∫

C

v dx + u dy (8)Åñëè �óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ,ñîäåðæàùåé òî÷êè z0 è z1 , òî èìååò ìåñòî �îðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà
z1
∫

z0

f(z) dz = Φ(z1) − Φ(z0) = Φ(z)|z1

z0
, (9)



14ãäå Φ(z) � êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ �óíêöèè f(z) , ò.å.
Φ′(z) = f(z) â îáëàñòè D .Â èíòåãðàëàõ îò �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ìîæíîïðîèçâîäèòü çàìåíó ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿìàíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâîò �óíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, åñëè ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷à-ñòüþ ïîëóïðÿìîé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè z0 , èëè ÷àñòüþ îêðóæ-íîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 , òî ïîëåçíî äåëàòü çàìåíó ïåðåìåí-íîé âèäà z − z0 = ρeiϕ . Â ïåðâîì ñëó÷àå ϕ = 
onst , à ρ �äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ; âî âòîðîì ñëó÷àå
ρ = 
onst , à ϕ � äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ∫

C

(1+ i− 2z̄) dz ïî ïàðàáîëå y = x2 îòòî÷êè z1 = 0 äî òî÷êè z2 = 1 + i .
x

y

0 1

i

z1

z2=1+i

�åøåíèå.Ïåðåïèøåì ïîäûíòåãðàëü-íóþ �óíêöèþ â âèäå:
f(z) = 1 + i − 2z̄ =

= 1 + i − 2(x − iy) =

= (1 − 2x) + i(1 + 2y).Òîãäà u = 1− 2x , v = 1 + 2y .Ïðèìåíÿåì �îðìóëó (8):
∫

C

(1 + i − 2z̄) dz =

=

∫

C

(1 − 2x) dx − (1 + 2y) dy + i

∫

C

(1 + 2y) dx + (1 − 2x) dy.



15Òàê êàê y = x2 , òî dy = 2x dx , x ∈ [0; 1] . Ïîýòîìó
∫

C

(1 + i − 2z̄) dz =

=

1
∫

0

((1− 2x)− (1+2x2)2x) dx+ i

1
∫

0

((1+2x2)+ (1− 2x)2x) dx =

=

1
∫

0

(−4x3 − 4x + 1) dx + i

1
∫

0

(−2x2 + 2x + 1) dx =

= (−x4 − 2x2 + x)
∣

∣

1

0
+ i (−2

3
x3 + x2 + x)

∣

∣

∣

∣

1

0

= −2 +
4

3
i.

-1 1 x

y

0

Ïðèìåð 2.Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

C

(z2 + zz̄) dz,ãäå C � äóãà îêðóæíîñòè
|z| = 1 (0 6 arg z 6 π) .�åøåíèå.Ïîëîæèì z = eiϕ , òîãäà
dz = ieiϕdz , z̄ = e−iϕ , z2 =
e2iϕ . Ïîëó÷àåì:
∫

C

(z2 + zz̄) dz =

π
∫

0

(

e2iϕ + eiϕe−iϕ
)

ieiϕdϕ =

= i

π
∫

0

(

e3iϕ + eiϕ
)

dϕ = i

(

1

3i
e3iϕ +

1

i
eiϕ

)∣

∣

∣

∣

π

0

=

=
1

3
e3πi + eπi − 1

3
e0 − e0 = −8

3
.
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x

y

0

1

2

i

-i A

B

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòüèíòåãðàë
∫

C

(3z2 + 2z) dz,

C � ïðÿìàÿ AB , ãäå zA =
1 − i , zB = 2 + i .�åøåíèå.Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ�óíêöèÿ f(z) = 3z2 + 2z àíàëèòè÷íà, òî ïðèìåíèì �îðìóëóÍüþòîíà�Ëåéáíèöà (9):

∫

C

(3z2 + 2z) dz = (z3 + z2)
∣

∣

2+i

1−i
=

= (2 + i)3 + (2 + i)2 − (1 − i)3 − (1 − i)2 = 7 + 19i.Çàäà÷è 8, 9, 10.Ôóíêöèÿ f(z) , îäíîçíà÷íàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå r <
|z − z0| < R (íå èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà r = 0 è R = ∞ ),ðàçëàãàåòñÿ â ýòîì êîëüöå â ðÿä Ëîðàíà
f(z) =

+∞
∑

n=−∞
cn(z−z0)

n =
−1
∑

n=−∞
cn(z−z0)

n +
+∞
∑

n=0

cn(z−z0)
n. (10)Â �îðìóëå (10) ðÿä

−1
∑

n=−∞
cn(z − z0)

n =
∞
∑

n=1

c−n

(z − z0)níàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà, à ðÿä
∞
∑

n=0

cn(z − z0)
n



17íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ÷àñòüþ ðÿäà Ëîðàíà.Íà ïðàêòèêå, åñëè ýòî âîçìîæíî, èñïîëüçóþò èçâåñòíûå ðàç-ëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Íàïðèìåð, òà-êèå:
ez = 1 + z +

z2

2
+

z3

6
+ · · · + zn

n!
+ . . . (11)

cos z = 1 − z2

2
+

z4

24
− · · · + (−1)n z2n

(2n)!
+ . . . (12)

sin z = z − z3

6
+ · · · + (−1)n z2n+1

(2n + 1)!
+ . . . (13)

ch z = 1 +
z2

2
+

z4

24
+ · · · + z2n

(2n)!
+ . . . (14)

sh z = z +
z3

6
+ · · · + z2n+1

(2n + 1)!
+ . . . (15)(ýòè ðàçëîæåíèÿ èìåþò ìåñòî ïðè |z| < ∞ )

1

1 − z
= 1 + z + z2 + · · · + zn + . . . (16)

1

1 + z
= 1 − z + z2 − · · · + (−1)nzn + . . . (17)(âåðíû ïðè |z| < 1 ).Ïðèìåð 1. Ôóíêöèþ f(z) = z cos

z

z − 1
ðàçëîæèòü â ðÿä Ëî-ðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 1 .�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì äàííóþ �óíêöèþ êàê �óíêöèþ ïåðå-ìåííîé (z − 1) :

f(z) = (z − 1 + 1) cos

(

1 +
1

z − 1

)

=

= (z − 1) cos

(

1 +
1

z − 1

)

+ cos

(

1 +
1

z − 1

)

=

= (z − 1)

(

cos 1 · cos
1

z − 1
− sin 1 · sin 1

z − 1

)

+

+ cos 1 · cos
1

z − 1
− sin 1 · sin 1

z − 1
(18)



18 Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (12) è (13), ñ÷èòàÿ çà ïåðå-ìåííóþ 1

z − 1
. �àçëîæåíèÿ (12) è (13) âåðíû ïðè ∣∣∣

∣

1

z − 1

∣

∣

∣

∣

< ∞ ,òî åñòü ïðè |z − 1| > 0 . Çíà÷èò, âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ áóäóòâåðíû â êîëüöå 0 < |z − 1| < ∞ . Ïîëó÷àåì:
cos

1

z − 1
= 1 − 1

2
· 1

(z − 1)2
+

1

24
· 1

(z − 1)4
+ · · ·+

+
(−1)n

(2n)!(z − 1)2n
+ . . . (19)

sin
1

z − 1
=

1

(z − 1)
− 1

6
· 1

(z − 1)3
+ · · ·+

+
(−1)n

(2n + 1)!(z − 1)2n+1
+ . . . (20)Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (19) è (20) â �îðìóëó (18) äëÿ äàííîé�óíêöèè:

f(z) = (z − 1) cos 1

(

1 − 1

2
· 1

(z − 1)2
+

1

24
· 1

(z − 1)4
+ · · ·+

+
(−1)n

(2n)!(z − 1)2n
+ . . .

)

−(z−1) sin 1

(

1

(z − 1)
− 1

6
· 1

(z − 1)3
+ · · ·+

+
(−1)n

(2n + 1)!(z − 1)2n+1
+ . . .

)

+ cos 1

(

1 − 1

2
· 1

(z − 1)2
+

+
1

24
· 1

(z − 1)4
+ · · · + (−1)n

(2n)!(z − 1)2n
+ . . .

)

− sin 1

(

1

(z − 1)
−

− 1

6
· 1

(z − 1)3
+ · · · + (−1)n

(2n + 1)!(z − 1)2n+1
+ . . .

)

.�àñêðûâàåì ñêîáêè è ñîáèðàåì âìåñòå âñå ñëàãàåìûå îäèíàêî-âîé ñòåïåíè:
f(z) = cos 1(z − 1) − cos 1

2(z − 1)
+

cos 1

24(z − 1)3
+ · · ·+

+
(−1)n cos 1

(2n)!(z − 1)2n−1
+

(−1)n+1 cos 1

(2n + 2)!(z − 1)2n+1
+ · · · −



19
− sin 1 +

sin 1

6(z − 1)2
+ · · · + (−1)n+1 sin 1

(2n + 1)!(z − 1)2n
+ · · ·+

+ cos 1 − cos 1

2(z − 1)2
+

cos 1

24(z − 1)4
+ · · · + (−1)n cos 1

(2n)!(z − 1)2n
+ · · · −

− sin 1

z − 1
+

sin 1

6(z − 1)3
+ · · · + (−1)n+1 sin 1

(2n + 1)!(z − 1)2n+1
+ · · · =

= cos 1(z − 1) + (cos 1 − sin 1) − cos 1 + 2 sin 1

2(z − 1)
− 3 cos 1 − sin 1

6(z − 1)2
+

+
cos 1 + 4 sin 1

24(z − 1)3
+ · · · + (−1)n((2n + 1) cos 1 − sin 1)

(2n + 1)!(z − 1)2n
+

+
(−1)n+1(cos 1 + (2n + 2) sin 1)

(2n + 2)!(z − 1)2n+1
+ . . .Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå ëîðàíîâñêèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè

f(z) =
15z + 450

225z + 15z2 − 2z3ïî ñòåïåíÿì z .
x

y

0 1515

2

I
II

III

�åøåíèå.Â äàííîì ñëó÷àå íóæíîïðèíÿòü z0 = 0 . Ôóíêöèÿ
f(z) èìååò òðè îñîáûå òî÷êè:
z0 = 0 , z1 = −15

2
, z2 = 15 .Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþòñÿ òðèêîëüöà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 =

0 , â êàæäîì èç êîòîðûõ f(z)ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé:I) 0 < |z| < 15
2
;II) 15

2
< |z| < 15 ;III) 15 < |z| < ∞ .Íàéäåì ðÿäû Ëîðàíà äëÿ �óíêöèè f(z) â êàæäîì èç ýòèõêîëåö.



20 Äëÿ íà÷àëà ïðåäñòàâèì f(z) â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõäðîáåé:
f(z) =

450

z
− 2

15 + 2z
+

1

15 − z
. (21)a) Èñïîëüçóåì èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ (16) è (17). Äëÿ ýòîãîïðåîáðàçóåì ïðîñòåéøèå äðîáè ê íóæíîìó âèäó:

2

15 + 2z
=

2

15

(

1 +
2z

15

) =
2

15
· 1

1 +
2z

15

=

=
2

15

(

1 − 2z

15
+

4z2

225
− · · · + (−1)n2nzn

15n
+ . . .

)

.Òîãäà ïðè ∣∣∣
∣

2z

15

∣

∣

∣

∣

< 1 , ò.å. ïðè |z| <
15

2
ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

2

15 + 2z
=

2

15
− 4z

225
+

8z3

153
− · · · + (−1)n2n+1zn

15n+1
+ . . . (22)Àíàëîãè÷íî

1

15 − z
=

1

15
(

1 − z

15

) =
1

15
· 1

1 − z

15

=

=
1

15

(

1 +
z

15
+

z2

225
+ · · · + zn

15n
+ . . .

)

=

=
1

15
+

z

225
+

z2

153
+ · · · + zn

15n+1
+ . . . (23)Ýòî ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî ïðè ∣∣

∣

z

15

∣

∣

∣
< 1 , ò.å. ïðè |z| < 15 .Òîãäà â êîëüöå 0 < |z| <

15

2
ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå èñõîäíîé�óíêöèè â ðÿä Ëîðàíà, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (22) è (23) â (21)



21è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå:
f(z) =

450

z
− 2

15
+

4z

225
− 8z3

153
+ · · · + (−1)n+12n+1zn

15n+1
+ · · ·+

+
1

15
+

z

225
+

z2

153
+ · · · + zn

15n+1
+ · · · =

=
450

z
− 1

15
+

1

45
z − 7z2

153
+ · · · + (1 + (−1)n+12n+1)

15n+1
· zn + . . .á) Ïðè |z| >

15

2
ðÿä (22) ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâèìâûðàæåíèå 2

15 + 2z
ïî-äðóãîìó:

2

15 + 2z
=

2

2z

(

1 +
15

2z

) =
1

z
· 1

1 +
15

2z

.

Ïðè ∣∣∣
∣

15

2z

∣

∣

∣

∣

< 1 , ò.å. ïðè |z| >
15

2
ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ �îðìóëó(17), ðàçëîæåíèå

2

15 + 2z
=

1

z

(

1 − 15

2z
+

225

4z2
− · · · + (−1)n15n

2nzn
+ . . .

)

=

=
1

z
− 15

2z2
+

225

4z3
− · · · + (−1)n15n

2nzn+1
+ . . . (24)�ÿä (23) ñõîäèòñÿ ïðè |z| < 15 . Òîãäà â êîëüöå 15

2
< |z| < 15ïîëó÷àåì âòîðîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà:

f(z) =
450

z
−1

z
+

15

2z2
−225

4z3
+· · ·+(−1)n15n−1

2n−1zn
+

(−1)n+115n

2nzn+1
+· · ·+

+
1

15
+

z

225
+

z2

153
+ · · · + zn

15n+1
+ · · · =



22
= · · · + (−1)n15n−1

2n−1zn
+ · · · − 225

4z3
+

15

2z2
+

449

z
+

1

15
+

+
z

225
+

z2

153
+ · · · + zn

15n+1
+ . . .â) Ïðè |z| > 15 ðÿä (24) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (23) ðàñõîäèòñÿ,ïîýòîìó ïðåäñòàâèì �óíêöèþ 1

15 − z
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

15 − z
= − 1

z

(

1 − 15

z

) = −1

z
· 1

1 − 15

z

=

= −1

z

(

1 +
15

z
+

225

z2
+ · · · + 15n

zn
+ . . .

)

=

= −1

z
− 15

z2
− 225

z3
− · · · − 15n

zn+1
− . . . (25)Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ∣∣∣

∣

15

z

∣

∣

∣

∣

< 1 , ò.å. ïðè |z| > 15 .Òåïåðü â êîëüöå 15 < |z| < ∞ ïîëó÷èì òðåòüå ðàçëîæåíèå�óíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà:
f(z) =

450

z
−1

z
+

15

2z2
−225

4z3
+· · ·+(−1)n15n−1

2n−1zn
+

(−1)n+115n

2nzn+1
+· · · −

− 1

z
− 15

z2
− 225

z3
− · · · − 15n

zn+1
− · · · =

=
448

z
− 15

2
· 1

z2
− 1125

4
· 1

z3
+ · · · + 15n−1((−1)n − 2n−1)

2n−1zn
+ . . .Ïðèìåð 3. Íàéòè âñå ëîðàíîâñêèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè

f(z) =
2z

z2 − 4
ïî ñòåïåíÿì z − z0 , ãäå z0 = 3 − 2i .�åøåíèå.Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ â âèäå

f(z) =
2z

z2 − 4
=

1

z − 2
+

1

z + 2
.
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x

y
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Ó �óíêöèè äâå îñîáûå òî÷êè:
z1 = 2 è z2 = −2 . Ñîîòâåò-ñòâåííî, èìååòñÿ 3 êîëüöà ñöåíòðîì â òî÷êå z0 = 3−2i , âêàæäîì èç êîòîðûõ �óíêöèÿ
f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé:I) 0 6 |z − 3 + 2i| <

√
5 ;II) √

5 < |z−3+2i| <
√

29 ;III) √
29 < |z−3+2i| < ∞ ;à) Òåïåðü ïîñòóïàåì àíà-ëîãè÷íî ïðèìåðó 2, èñïîëüçóÿ�îðìóëû (16) è (17).

1

z − 2
=

1

(z − 3 + 2i) + 3 − 2i − 2
=

=
1

(1 − 2i) + (z − 3 + 2i)
=

1

1 − 2i
· 1

1 +
z − 3 + 2i

1 − 2iÇíà÷èò, ïðè ∣∣∣
∣

z − 3 + 2i

1 − 2i

∣

∣

∣

∣

< 1 , ò.å. ïðè |z − 3 + 2i| <
√

5 ìîæíîïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â ðÿä
1

z − 2
=

1

1 − 2i

(

1 − (z − 3 + 2i)

1 − 2i
+

(z − 3 + 2i)2

(1 − 2i)2
− · · ·+

+
(−1)n(z − 3 + 2i)n

(1 − 2i)n
+ . . .

)

=
1

1 − 2i
+

(z − 3 + 2i)

3 + 4i
+

+
(z − 3 + 2i)2

11 − 2i
+ · · · + (−1)n(z − 3 + 2i)n

(1 − 2i)n+1
+ . . . (26)Àíàëîãè÷íî,

1

z + 2
=

1

(z − 3 + 2i) + 3 − 2i + 2
=

=
1

(z − 3 + 2i) + 5 − 2i
=

1

5 − 2i
· 1

1 +
z − 3 + 2i

5 − 2i



24Çíà÷èò, ïðè ∣∣∣
∣

z − 3 + 2i

5 − 2i

∣

∣

∣

∣

< 1 , ò.å. ïðè |z − 3 + 2i| <
√

29 ìîæíîïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â ðÿä
1

z + 2
=

1

5 − 2i

(

1 − (z − 3 + 2i)

5 − 2i
+

(z − 3 + 2i)2

(5 − 2i)2
− · · ·+

+
(−1)n(z − 3 + 2i)n

(5 − 2i)n
+ . . .

)

=
1

5 − 2i
− (z − 3 + 2i)

21 − 20i
+

+
(z − 3 + 2i)2

65 − 142i
+ · · · + (−1)n(z − 3 + 2i)n

(5 − 2i)n+1
+ . . . (27)Èòàê, â êîëüöå 0 6 |z−3+2i| <

√
5 ïîëó÷èì ïåðâîå ðàçëîæåíèåâ ðÿä Ëîðàíà �óíêöèè f(z) :

f(z) =
1

1 − 2i
+

(z − 3 + 2i)

3 + 4i
+

(z − 3 + 2i)2

11 − 2i
+ · · ·+

+
(−1)n(z − 3 + 2i)n

(1 − 2i)n+1
+ · · · + 1

5 − 2i
− (z − 3 + 2i)

21 − 20i
+

+
(z − 3 + 2i)2

65 − 142i
+ · · · + (−1)n(z − 3 + 2i)n

(5 − 2i)n+1
+ · · · =

=
54 + 68i

145
+

−126 + 120i

841
(z − 3 + 2i) + · · ·+

+ (−1)n

(

1

(1 − 2i)n+1
+

1

(5 − 2i)n+1

)

(z − 3 + 2i)n + . . .á) Ïðè |z − 3 + 2i| >
√

5 ðÿä (26) ðàñõîäèòñÿ. Ïðåäñòàâèì�óíêöèþ 1

z − 2
ïî-äðóãîìó:

1

z − 2
=

1

(1 − 2i) + (z − 3 + 2i)
=

1

z − 3 + 2i
· 1

1 +
1 − 2i

z − 3 + 2i



25Òîãäà
1

z − 2
=

1

z − 3 + 2i

(

1 − 1 − 2i

z − 3 + 2i
+

(1 − 2i)2

(z − 3 + 2i)2
+ · · ·+

+
(−1)n(1 − 2i)n

(z − 3 + 2i)n
+ . . .

)

=
1

z − 3 + 2i
− 1 − 2i

(z − 3 + 2i)2
+

+
−3 − 4i

(z − 3 + 2i)3
+ · · · + (−1)n(1 − 2i)n

(z − 3 + 2i)n+1
+ . . . (28)Ïðè÷åì ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ∣∣∣

∣

1 − 2i

z − 3 + 2i

∣

∣

∣

∣

< 1 , ò.å. ïðè
|z − 3 + 2i| >

√
5 .Òåïåðü â êîëüöå √

5 < |z − 3 + 2i| <
√

29 , ñêëàäûâàÿ ðÿäû(28) è (27), ïîëó÷àåì âòîðîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè f(z) â ðÿäËîðàíà:
f(z) = · · · + (−1)n−1(1 − 2i)n−1

(z − 3 + 2i)n
+ · · · − 3 + 4i

(z − 3 + 2i)3
+

+
−1 + 2i

(z − 3 + 2i)2
+

1

z − 3 + 2i
+

1

5 − 2i
− (z − 3 + 2i)

21 − 20i
+

+
(z − 3 + 2i)2

65 − 142i
+ · · · + (−1)n(z − 3 + 2i)n

(5 − 2i)n+1
+ . . .â) Ïðè |z − 3 + 2i| >

√
29 ðÿä (27) òàêæå ñòàíîâèòñÿ ðàñõî-äÿùèìñÿ. Òîãäà

1

z + 2
=

1

(z − 3 + 2i) + 5 − 2i
=

1

z − 3 + 2i
· 1

1 +
5 − 2i

z − 3 + 2iÈ òåïåðü
1

z + 2
=

1

z − 3 + 2i

(

1 − 5 − 2i

z − 3 + 2i
+

(5 − 2i)2

(z − 3 + 2i)2
+ · · ·+
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+

(−1)n(5 − 2i)n

(z − 3 + 2i)n
+ . . .

)

=
1

z − 3 + 2i
− 5 − 2i

(z − 3 + 2i)2
+

+
21 − 20i

(z − 3 + 2i)3
+ · · · + (−1)n(5 − 2i)n

(z − 3 + 2i)n+1
+ . . . (29)Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ∣∣∣

∣

5 − 2i

z − 3 + 2i

∣

∣

∣

∣

< 1 , ò.å. ïðè |z − 3 + 2i| >
√

29 .Ñêëàäûâàÿ ðÿäû (28) è (29), ïîëó÷èì òðåòüå ðàçëîæåíèå�óíêöèè f(z) â ðÿä Ëîðàíà â êîëüöå √
29 < |z − 3 + 2i| < ∞ :

f(z) =
2

z − 3 + 2i
− 6 − 4i

(z − 3 + 2i)2
+

18 − 24i

(z − 3 + 2i)3
+

+ · · · + (−1)n−1((1 − 2i)n−1 + (5 − 2i)n−1)

(z − 3 + 2i)n
+ . . .Çàäà÷è 11, 12.Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé �óíê-öèè f(z) , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé�óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà âñþäó, êðîìå ñàìîé òî÷êè z0 .Ôóíêöèþ f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ìîæíî ðàçëîæèòü âðÿä Ëîðàíà. Ïðè ýòîì âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, êîãäàðÿä Ëîðàíà:1) íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ðàçíî-ñòè z − z0 , ò.å.

f(z) =
∞
∑

n=0

cn(z − z0)
n(ðÿä Ëîðàíà íå ñîäåðæèò ãëàâíîé ÷àñòè). Â ýòîì ñëó÷àå z0 íà-çûâàåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè f(z) .2) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòå-ïåíÿìè ðàçíîñòè z − z0 , ò.å.

f(z) =
∞
∑

n=−p

cn(z − z0)
n,



27ïðè÷åì c−p 6= 0 . Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ïîëþñîìïîðÿäêà p �óíêöèè f(z) .3) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìèñòåïåíÿìè ðàçíîñòè z − z0 , ò.å.
f(z) =

+∞
∑

n=−∞
cn(z − z0)

n.Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé�óíêöèè f(z) .Ïðè îïðåäåëåíèè õàðàêòåðà èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè íåîáÿçàòåëüíî èñêàòü ðàçëîæåíèå �óíêöèè â ðÿä Ëîðàíà. Ìîæíîèñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê.1) z0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáåííîñòüþ �óíêöèè f(z) , åñ-ëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë �óíêöèè f(z) â òî÷êå z0 :
lim
z→z0

f(z) = c0, |c0| < ∞.2) z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì �óíêöèè f(z) , åñëè
lim
z→z0

f(z) = ∞.3) z0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè f(z) ,åñëè ïðè z → z0 �óíêöèÿ f(z) íå èìååò ïðåäåëà, íè êîíå÷íîãî,íè áåñêîíå÷íîãî.Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ íóëåì �óíêöèè f(z) ïîðÿäêà n (èëèêðàòíîñòè n ), åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
f(z0) = 0, f ′(z0) = 0, . . . f (n−1)(z0) = 0, f (n)(z0) 6= 0.Çàìåòèì, ÷òî z0 òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ íóëåì n -ãî ïî-ðÿäêà �óíêöèè f(z) , êîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êèèìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(z) = (z − z0)
nϕ(z),ãäå �óíêöèÿ ϕ(z) àíàëèòè÷íà â òî÷êå z0 , è ϕ(z) 6= 0 .



28 4) Òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà n (n > 1 ) �óíêöèè
f(z) , åñëè ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà n äëÿ �óíêöèè
ϕ(z) =

1

f(z)
.5) Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà �óíêöèè f(z) =

λ(z)

µ(z)
, ãäå λ(z) è µ(z) � �óíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â òî÷êå z0 .È ïóñòü òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà k �óíêöèè λ(z) èíóëåì ïîðÿäêà l �óíêöèè µ(z) .Ïðè l > k òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà n = l − k�óíêöèè f(z) .Ïðè l 6 k òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé�óíêöèè f(z) .Ïðè îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà íóëÿ ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ òàê-æå ñëåäóþùèé ïðèåì. Åñëè �óíêöèè f(z) àíàëèòè÷íà â òî÷êå

z0 , òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè îíà ïðåäñòàâèìà ñâîèì ðÿäîìÒåéëîðà, êîòîðûé èìååò âèä
f(z) = f(z0) +

f ′(z0)

1!
(z − z0) +

f ′′(z0)

2!
(z − z0)

2+

+ · · · + f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k + . . .Êàê âèäèì, êîý��èöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ äî íåêî-òîðîãî ìíîæèòåëÿ, íå ðàâíîãî íóëþ, ñîâïàäàþò ñ ïðîèçâîäíûìè�óíêöèè â òî÷êå z0 . �àçëîæèâ �óíêöèþ f(z) â ðÿä Òåéëîðà,ëåãêî áóäåò îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íóëÿ � îí ñîâïàäåò ñ ïåðâîéñòåïåíüþ, êîý��èöèåíò ïðè êîòîðîé íå ðàâåí íóëþ.Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z0 = 0 äëÿ �óíêöèè
f(z) =

ez5 − 1

ez − 1 − z
.�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ â âèäå äðîáè f(z) =

λ(z)

µ(z)
, ãäå

λ(z) = ez5 − 1, µ(z) = ez − 1 − z.Òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì îáåèõ �óíêöèé λ(z) è µ(z) .�àçëîæèì èõ â ðÿä Òåéëîðà, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå



29äëÿ �óíêöèè ez (11).
λ(z) = ez5 − 1 = 1 + z5 +

z10

2
+ · · · − 1 = z5 +

z10

2
+ . . .Âèäíî, ÷òî λ(0) = λ′(0) = λ′′(0) = λ′′′(0) = λ(4)(0) = 0 , à

λ(5)(0) 6= 0 . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïî-ðÿäêà k = 5 �óíêöèè λ(z) .Äàëåå,
µ(z) = ez − 1− z = 1 + z +

z2

2
+

z3

6
+ · · · − 1− z =

z2

2
+

z3

6
+ . . . ,òî åñòü òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà l = 2 �óíêöèè

µ(z) .Ïîëó÷àåì, ÷òî k > l , ñëåäîâàòåëüíî òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿóñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè f(z) .Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèòü òèï îñîáîé òî÷êè z0 = 0 äëÿ �óíêöèè
f(z) = z cos

2

z3
.�åøåíèå. �àçëîæèì �óíêöèþ f(z) â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíî-ñòè òî÷êè z0 = 0 , èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå äëÿ êîñèíóñà(12):

f(z) = z cos
2

z3
= z

(

1 − 1

2
· 4

z6
+

1

4!
· 16

z12
− . . .

)

=

= z − 2

z5
+

2

3z11
− . . .Âèäèì, ÷òî ðàçëîæåíèå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñîòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè

f(z) .Ïðèìåð 3. Äëÿ �óíêöèè f(z) =
sin πz

z4 − 1
e1/z íàéòè èçîëèðîâàí-íûå îñîáûå òî÷êè è îïðåäåëèòü èõ òèï.



30�åøåíèå. Îñîáûìè òî÷êàìè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïÿòü òî÷åê: 0 ,
±1 , ±i . �àññìîòðèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.

z0 = 0 . Ïîïðîáóåì íàéòè ïðåäåë �óíêöèè f(z) ïðè z → 0 .Ïóñòü ñíà÷àëà z ñòðåìèòñÿ ê 0 ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè ñïðà-âà, ò.å. z = x , x > 0 . Òîãäà
lim
z→0

z=x>0

f(z) = lim
x→+0

sin πx

x4 − 1
e1/x = −1 · lim

x→+0
(πx) · e1/x =

= −π lim
x→+0

e1/x

1/x
= −π lim

t→+∞

et

t
= −π lim

t→+∞

et

1
= +∞.(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ýêâèâàëåíòíîñòüþ sin πx ∼ πx ïðè

x → 0 è ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ).Ïóñòü òåïåðü z ñòðåìèòñÿ ê 0 ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè ñëåâà,ò.å. z = x , x < 0 . Òîãäà
lim
z→0

z=x<0

f(z) = lim
x→−0

sin πx

x4 − 1
e1/x = −1 · lim

x→−0
(πx) · e1/x =

= −π lim
x→−0

e1/x

1/x
= −π lim

t→−∞

et

t
= −π lim

t→−∞

et

1
= 0.Ìû ïîëó÷èëè ðàçíûå ïðåäåëû, ïðèáëèæàÿñü ê íóëþ ïî ðàç-íûì íàïðàâëåíèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f(z) âîîáùå íåèìååò ïðåäåëà ïðè z → 0 . À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà z0 = 0ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè f(z) .

z1 = 1 . Âû÷èñëèì ïðåäåë
lim
z→1

f(z) = lim
z→1

e1/z

(z + 1)(z2 + 1)
· sin πz

(z − 1)
=

=
e

2 · 2 lim
z→1

sin(π(z − 1) + π)

(z − 1)
=

e

4
lim
z→1

− sin(π(z − 1))

(z − 1)
=

= −e

4
lim
z→1

π(z − 1)

(z − 1)
= −πe

4
.Ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Çíà÷èò, òî÷êà z1 = 1 ÿâëÿåòñÿóñòðàíèìîé îñîáåííîñòüþ �óíêöèè f(z) .



31Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè z2 = −1 ïîëó÷àåì
lim

z→−1
f(z) = lim

z→−1

e1/z

(z − 1)(z2 + 1)
· sin πz

(z + 1)
=

=
e−1

−2 · 2 lim
z→−1

sin(π(z + 1) − π)

(z + 1)
=

e−1

4
lim

z→−1

sin(π(z + 1))

(z + 1)
=

=
e−1

4
lim

z→−1

π(z + 1)

(z + 1)
=

π

4e
,è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà z2 = −1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîéîñîáåííîñòüþ �óíêöèè f(z) .

z3 = i . Ïðåäñòàâèâ f(z) â âèäå λ(z)

µ(z)
, ãäå

λ(z) =
e1/z sin πz

(z2 − 1)(z + i)
, µ(z) = z − i.Âû÷èñëÿåì:

λ(i) =
e−i sin πi

−2 · 2i 6= 0,

µ(i) = 0, µ′(z) = 1 6= 0.Çíà÷èò, òî÷êà z3 = i ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà.Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè z4 = −i ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
f(z) â âèäå äðîáè, ãäå

λ(z) =
e1/z sin πz

(z2 − 1)(z − i)
, µ(z) = z + i.è

λ(−i) =
ei sin(−πi)

−2 · (−2i)
6= 0,

µ(−i) = 0, µ′(z) = 1 6= 0.Çíà÷èò, òî÷êà z4 = −i òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿä-êà �óíêöèè f(z) .



32Ïðèìåð 4. Íàéòè èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè è îïðåäåëèòüèõ òèï äëÿ �óíêöèè f(z) =
sin 3z

z(1 − cos z)
.�åøåíèå. Ôóíêöèè λ(z) = sin 3z è µ(z) = z(1 − cos z) � àíà-ëèòè÷åñêèå â C . Çíà÷èò, îñîáûìè òî÷êàìè �óíêöèè f(z) ÿâ-ëÿþòñÿ íóëè çíàìåíàòåëÿ, ò.å. òî÷êè, ãäå µ(z) = 0 . Òàêèõ òî÷åêáåñêîíå÷íî ìíîãî. Âî-ïåðâûõ, ýòî òî÷êà z0 = 0 , à òàêæå òî÷êè,óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ 1 − cos z = 0 . Îòñþäà cos z = 1 ,è

z = Arccos 1 = −i Ln(1 + 0) = −i(0 + i · 0 + 2πki) = 2πn,ãäå n � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà z0 = 2πn ïðè
n = 0 . Èòàê, îáîçíà÷èì zn = 2πn , n ∈ Z .

z0 = 0 . Â ýòîé òî÷êå ïîëó÷èì:
λ(z) = sin 3z λ(0) = 0

λ′(z) = 3 cos 3z λ′(0) = 3 6= 0.Ïîðÿäîê íóëÿ ðàâåí k = 1 .
µ(z) = z(1 − cos z) µ(0) = 0

µ′(z) = 1 − cos z + z sin z µ′(0) = 0

µ′′(z) = 2 sin z + z cos z µ′′(0) = 0

µ′′′(z) = 3 cos z − z sin z µ′′′(0) = 3 6= 0.Ïîðÿäîê íóëÿ çíàìåíàòåëÿ ðàâåí l = 3 .Çíà÷èò, òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà
(l − k = 2) .

zn = 2πn , n 6= 0 . Òîãäà
λ(zn) = 0, λ′(zn) = 3 6= 0.Ïîðÿäîê íóëÿ ÷èñëèòåëÿ ðàâåí k = 1 .

µ(zn) = 0, µ′(zn) = 0, µ′′(zn) = 2πn 6= 0.Ïîðÿäîê íóëÿ çíàìåíàòåëÿ ðàâåí l = 2 . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè
zn = 2πn ïðè n 6= 0 ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.



33Ïðèìåð 5. Íàéòè èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè �óíêöèè
f(z) =

1

sin(1/z)
è îïðåäåëèòü èõ òèï.�åøåíèå. �åøàåì óðàâíåíèå

sin
1

z
= 0

1

z
= πn, n ∈ Z

zn =
1

πn
, n ∈ ZÎñîáûìè òî÷êàìè �óíêöèè f(z) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè z0 = 0 è òî÷-êè zn =

1

πn
, n ∈ Z , n 6= 0 . Îäíàêî ïðè n → ∞ âèäèì, ÷òî

zn → 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ñîäåð-æèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî îñîáûõ òî÷åê �óíêöèè f(z) . Òî÷êà
z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé �óíêöèè f(z)è ïîä êëàññè�èêàöèþ íå ïîäõîäèò.Òî÷êè zn =

1

πn
� èçîëèðîâàííûå. Åñëè îáîçíà÷èòü ϕ(z) =

1

f(z)
= sin

1

z
, òî

ϕ(z) = sin
1

z
ϕ(zn) = 0

ϕ′(z) = − 1

z2
cos

1

z
ϕ′(zn) = −π2n2(−1)n 6= 0.Çíà÷èò, òî÷êè zn ÿâëÿþòñÿ äëÿ �óíêöèè ϕ(z) íóëÿìè ïåðâî-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ �óíêöèè f(z) îíè ÿâëÿþòñÿïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.Çàäà÷è 13, 14, 15, 16.Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ



34 Òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ. Åñëè �óíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿàíàëèòè÷åñêîé íà ãðàíèöå C îáëàñòè D è âñþäó âíóòðè îáëà-ñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê z1 , z2 , . . . ,
zn , òî

∫

C

f(z) dz = 2πi
n
∑

k=1

res f(zk).Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü îïðåäåëåíèå âû÷åòà, îñòàâèâ åãî çàëåêöèîííûì êóðñîì. �àññìîòðèì ëèøü íåêîòîðûå ïðàêòè÷å-ñêèå ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ.Ñòîèò çàìåòèòü òàêæå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ñòî-èò àêêóðàòíî íàéòè âñå îñîáûå òî÷êè �óíêöèè f(z) , çàòåì íà-ðèñîâàòü êîíòóð è îñîáûå òî÷êè, è ïîñëå ýòîãî âûáðàòü òîëü-êî òå òî÷êè, êîòîðûå ïîïàëè âíóòðü êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.Ñäåëàòü ïðàâèëüíûé âûáîð áåç ðèñóíêà ÷àñòî áûâàåò çàòðóä-íèòåëüíî.Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà çàâèñèò îò òèïà îñîáîé òî÷êè.Ïîýòîìó, ïðåæäå ÷åì âû÷èñëÿòü âû÷åò, íóæíî îïðåäåëèòü òèïîñîáåííîñòè, èíà÷å âû÷èñëåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâåðíûìè.1) Âû÷åò �óíêöèè ðàâåí êîý��èöèåíòó ïðè ìèíóñ ïåðâîéñòåïåíè â ëîðàíîâñêîì ðàçëîæåíèè f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z = z0 :

res f(z0) = c−1Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ òèïîâ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõòî÷åê, è ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿòü òèï îñîáîé òî÷êèíå îáÿçàòåëüíî.2) Âû÷åò â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå ðàâåí íóëþ.3) Åñëè z0 � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à �óíêöèþ f(z) ìîæ-íî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(z) =
λ(z)

µ(z)
, ãäå λ(z0) 6= 0 , µ(z0) = 0(çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå µ′(z0) 6= 0 ). Òîãäà âû÷åò ðàâåí

res f(z0) =
λ(z0)

µ′(z0)
.Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(z) =

1

ϕ(z)
, òî res f(z0) =

1

ϕ′(z0)
.



354) Åñëè z0 � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî
res f(z0) = lim

z→z0

[f(z)(z − z0)] . (30)5) Åñëè z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà n �óíêöèè f(z) , òî
res f(z0) =

1

(n − 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1

(

f(z)(z − z0)
n

)

. (31)Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ýòîé �îðìóëû�óíêöèþ f(z) íóæíî ñíà÷àëà óìíîæèòü íà (z − z0)
n , è ëèøüïîòîì äè��åðåíöèðîâàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå.Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìíîãèå ïðèå-ìû äåéñòâèòåëüíîãî àíàëèçà. Äëÿ òåõ �óíêöèé, êîòîðûå âñòðå-÷àþòñÿ â çàäà÷àõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ýêâèâàëåíò-íîñòè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí, à òàêæå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

|z− 3

2
|=2

z3 + sin 2z

sin z
2
· (z − π)

dz.

x

y

0 3

2
3,5−0,5

�åøåíèå.Îñîáûå òî÷êè �óíêöèè
f(z) =

z3 + sin 2z

sin z
2
· (z − π)

� ýòîòî÷êè z = π è zn = 2πn ,ãäå n ∈ Z . Âèäèì, ÷òî âíóòðüêîíòóðà ïîïàëè òî÷êè z = πè z0 = 0 .Òî÷êà z = π . Ïóñòü
λ(z) =

z3 + sin 2z

sin(z/2)
, µ(z) = zπ .Òîãäà f(z) =

λ(z)

µ(z)
. Âû÷èñëÿåì:
λ(π) =

π3 + 0

1
= π3 6= 0

µ(π) = 0, µ′(π) = 1 6= 0.



36Çíà÷èò, òî÷êà z = π ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. âû÷åòðàâåí
res f(π) =

λ(π)

µ′(π)
= π3Òî÷êà z0 = 0 . Ïðèìåì òåïåðü λ(z) = z3 + sin 2z , µ(z) =

sin z
2
(z − π) . Ïîëó÷àåì

λ(0) = 0

λ′(z) = 3z2 + 2 cos 2z λ′(0) = 2 6= 0

µ(0) = 0

µ′(z) =
1

2
cos

z

2
(z − π) + sin

z

2
µ′(0) = −π

2
6= 0.Çíà÷èò, òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, è,ñëåäîâàòåëüíî, res f(0) = 0 .Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîøè, íàõîäèì

∫

|z− 3

2
|=2

z3 + sin 2z

sin z
2
· (z − π)

dz = 2πi · π3 = 2π4i.Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

|z|=1

z2e1/z − 1

z
dz

x

y

0 1

i

z0

�åøåíèå.Åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷-êà ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè
f(z) =

z2e1/z − 1

z
� ýòî òî÷-êà z0 = 0 . Îíà ïîïàäà-åò âíóòðü êîíòóðà. Ïîäûíòå-ãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ëåãêî ðàç-ëàãàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòå-ïåíÿì z , åñëè èñïîëüçîâàòü



37èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ýêñïîíåíòû (11):
f(z) =

1

z

(

z2

(

1 +
1

z
+

1

2z2
+

1

6z3
+

1

24z4
+ . . .

)

− 1

)

=

=
1

z

(

z2 + z +
1

2
+

1

6z
+

1

24z2
+ · · · − 1

)

=

= z + 1 +
1

2z
+

1

6z2
+

1

24z3
+ · · · − 1

z
=

= z + 1 − 1

2z
+

1

6z2
+

1

24z3
+ . . .Âèäèì, ÷òî res f(0) = c−1 = −1

2
. Òîãäà

∫

|z|=1

z2e1/z − 1

z
dz = −1

2
· 2πi = −πi.Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

|z|=3

3z3 + 3z2 − 2

2z5
dz.

x

y

0 3

3i

z0

�åøåíèå.Çäåñü èìååòñÿ åäèíñòâåí-íàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 = 0 , êî-òîðàÿ ïîïàäàåò âíóòðü êîíòó-ðà èíòåãðèðîâàíèÿ. �ÿä Ëî-ðàíà äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé�óíêöèè êîíå÷åí:
f(z) =

2

2z2
+

3

2z3
− 1

z5
.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî c−1 = 0 ,ò.å. res f(0) = 0 , à çíà÷èò, è èíòåãðàë ðàâåí íóëþ.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïÿòîãîïîðÿäêà. Âû÷èñëåíèå âû÷åòà ïî �îðìóëå (31) òðåáóåò íåêîòî-ðîãî íàïðÿæåíèÿ.



38Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

|z|=0,3

e3z − 1 − sin 3z

z2 sh 3πz
dz.

x

y

0

�åøåíèå.Íàéäåì îñîáûå òî÷êè ïîä-ûíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Äëÿýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå
sh 3πz = 0

3πz = Arsh 0 = Ln(0 +
√

1) =

= Ln(±1) = ln 1 +

{

π

0

}

i+

+2πki = πni.Èòàê, îñîáûå òî÷êè zn =
ni

3
, ãäå n ∈ Z , à òàêæå òî÷êà z0 = 0 ,êîòîðàÿ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ïðè n = 0 .Òàê êàê 1

3
> 0, 3 , òî âíóòðü êîíòóðà ïîïàäàåò ëèøü òî÷êà

z0 = 0 .Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ f(z) â âèäå λ(z)

µ(z)
, ãäå λ(z) = e3z −

1 − sin 3z , µ(z) = z2 sh 3πz . �àçëàãàÿ â ðÿä, íàõîäèì
λ(z) = 1+3z+

9

2
z2 +

9

2
z3 + · · ·−1−3z+

9

2
z3 + · · · =

9

2
z2 +9z3 + . . .Çíà÷èò, z0 = 0 � íóëü ïîðÿäêà 2 �óíêöèè λ(z) .

µ(z) = z2

(

3πz +
9π3

2
z3 + . . .

)

= 3πz3 +
9π3

2
z5 + . . .Çíà÷èò, z0 = 0 � íóëü ïîðÿäêà 3 �óíêöèè µ(z) . Ñëåäîâàòåëü-íî, òî÷êà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè

f(z) . Òåïåðü èñïîëüçóåì (30) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà:
res f(0) = lim

z→0

e3z − 1 − sin 3z

z sh 3πz
= lim

z→0

e3z − 1 − sin 3z

3πz2
,



39ò.ê. sh 3πz ∼ 3πz ïðè z → 0 . Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïè-òàëÿ, íàõîäèì
res f(0) = lim

z→0

3e3z − 3 cos 3z

6πz
= lim

z→0

9e3z + 9 sin 3z

6π
=

9

6π
=

3

2π
.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà:

∫

|z|=0,3

e3z − 1 − sin 3z

z2 sh 3πz
dz = 2πi · 3

2π
= 3i.Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

|z+2i|=3







π

eπz/2 + 1
+

6 ch
πiz

2 − 2i
(z − 2 + 2i)2(z − 4 − 2i)






dz

x

y

0

2i 4+2i

4

2

-2i

2-2i

-6i

-5i

�åøåíèå.Íàõîäèì îñîáûå òî÷êè:
eπz/2 + 1 = 0 ⇒ πz

2
= Ln(−1)Ñëåäîâàòåëüíî,

πz

2
= πi + 2πni.Èòàê, zn = (2 + 4n)i , ãäå

n ∈ Z . Âíóòðü êîíòóðà ïî-ïàëà òî÷êà z0 = −2i (ïðè
n = −1 ).Äàëåå, îñîáûìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè z1 = 2 − 2i è z2 =
4 + 2i . Âíóòðü êîíòóðà ïîïàëà òî÷êà z1 .Òàê êàê îñîáûå òî÷êè �óíêöèé

f1(z) =
π

eπz/2 + 1
è f2(z) =

6 ch
πiz

2 − 2i
(z − 2 + 2i)2(z − 4 − 2i)



40íå ñîâïàäàþò, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë êàê ñóììó èí-òåãðàëîâ îò êàæäîé èç ýòèõ �óíêöèé îòäåëüíî.Ïóñòü ϕ(z) =
1

f1(z)
=

eπz/2 + 1

π
. Òîãäà

ϕ(−2i) = 0

ϕ′(z) =
1

π
· π

2
eπz/2 ϕ′(−2i) =

1

2
e−πi = −1

2Çíà÷èò, òî÷êà z0 = −2i � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè
f1(z) , è âû÷åò â ýòîé òî÷êå ðàâåí

res f(−2i) =
1

ϕ′(−2i)
= −2.Ïåðåéäåì ê �óíêöèè f2(z) . Ïðåäñòàâèì åå â âèäå f2(z) =

λ(z)

µ(z)
, ãäå λ(z) =

6 ch
πiz

2 − 2i
(z − 4 − 2i)

, µ(z) = (z − 2 + 2i)2 . Âèäèì, ÷òî
λ(2 − 2i) =

6 ch πi

2 − 2i − 4 − 2i
=

6 cos(−π)

−2 − 4i
=

3

1 + 2i
6= 0,à äëÿ �óíêöèè µ(z) òî÷êà z1 = 2 − 2i ÿâëÿåòñÿ íóëåì âòîðîãîïîðÿäêà. Çíà÷èò, òî÷êà z1 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà�óíêöèè f2(z) . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà èñïîëüçóåì �îðìóëó(31). Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ:

d

dz







6 ch
πiz

2 − 2i
(z − 4 − 2i)






= 6







πi

2 − 2i
·

sh
πiz

2 − 2i
z − 4 − 2i

−
ch

πiz

2 − 2i
(z − 4 − 2i)2





È íàõîäèì âû÷åò, ïðîñòî ïîäñòàâèâ z1 = 2 − 2i â ïîëó÷åííîå



41âûðàæåíèå:
res f2(2 − 2i) = 6 ·

(

πi

2 − 2i
· sh πi

2 − 2i − 4 − 2i
−

− ch πi

(2 − 2i − 4 − 2i)2

)

= 6 · 1

(−2 − 4i)2
=

6

4 − 16 + 16i
=

=
6

−12 + 16i
=

3(−6 − 8i)

36 + 64
= −0, 18 − 0, 24i.Òåïåðü ïîëó÷àåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà:

∫

|z+2i|=3







π

eπz/2 + 1
+

6 ch
πiz

2 − 2i
(z − 2 + 2i)2(z − 4 − 2i)






dz =

= 2πi · (−2 − 0, 18 − 0, 24i) = π(0, 48 − 4, 36i).Çàäà÷è 17 è 18.Òåîðåìó Êîøè î âû÷åòàõ ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ âû÷èñëå-íèÿ èíòåãðàëîâ îò äåéñòâèòåëüíûõ �óíêöèé.Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âèäà
2π
∫

0

R(cos t, sin t) dt, (32)ãäå R � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ àðãóìåíòîâ cos t è sin t , îãðà-íè÷åííàÿ âíóòðè ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþò ñëå-äóþùèé ïðèåì.Ïîëàãàåì eit = z . Òîãäà
dt =

dz

iz
, cos t =

z2 + 1

2z
, sin t =

z2 − 1

2iz
. (33)ïðè ýòîì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [0, 2π] ïåðåõîäèò â êîíòóð

C : |z| = 1 (åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íóëå). Èíòåãðàë



42(32) ïðèíèìàåò âèä
∫

C

F (z) dz,êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîøè î âû÷åòàõ.Â ðåçóëüòàòå ìû äîëæíû ïîëó÷èòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ò.ê.èñõîäíûé èíòåãðàë áûë äåéñòâèòåëüíûì.Îòìåòèì òàêæå îäíó îñîáåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îïðåäåëåíè-åì õàðàêòåðà îñîáûõ òî÷åê ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé. Åñëè f(z)� íåñîêðàòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü, òî åå îñîáûìè òî÷êàìèÿâëÿþòñÿ íóëè çíàìåíàòåëÿ. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè, ïîðÿ-äîê êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì íóëÿ çíàìåíàòåëÿ. Íàïðè-ìåð, �óíêöèÿ f(z) =
z2 + 3z + 6

(z2 + 1)2z3
èìååò ïîëþñ òðåòüåãî ïî-ðÿäêà z0 = 0 è äâà ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà z1,2 = ±i , ò.ê.

z2 + 1 = (z − i)(z + i) , à äðîáü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ f(z) , íåñîêðà-òèìà.Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
2π
∫

0

dt

4
√

2 sin t + 6
.Îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó ïî �îðìóëàì (33), ïðåîáðàçóåì ïîäûí-òåãðàëüíîå âûðàæåíèå:

dt

4
√

2 sin t + 6
=

dz

iz

(

4
√

2 · z2 − 1

2iz
+ 6

) =

=
dz

2
√

2(z2 − 1) + 6iz
=

dz

2
√

2(z2 +
3i√
2
z − 1)È íàì òåïåðü íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫

|z|=1

dz

2
√

2(z2 +
3i√
2
z − 1)

.
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x

y

0

2 i

2

i
1

Ò.ê. ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíê-öèÿ f(z) =
1

2
√

2(z2 +
3i√
2
z − 1)ðàöèîíàëüíà, òî åå îñîáûåòî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ëåãêî.�åøèì óðàâíåíèå

z2 +
3i√
2
z − 1 = 0Åãî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

z =
− 3i√

2
± i√

2

2
= −i

√
2;− i√

2
. Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìèïåðâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè f(z) Âíóòðü êîíòóðà |z| = 1 ïîïà-äàåò ëèøü òî÷êà z1 = − i√

2
. Òàê êàê f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(z) =
1

2
√

2(z +
i√
2
)(z + i

√
2)

,òî âû÷åò â òî÷êå z1 = − i√
2
ðàâåí

res f(z1) = lim
z→− i

√

2

f(z)

(

z +
i√
2

)

=

= lim
z→− i

√

2

1

2
√

2(z + i
√

2)
=

1

2
√

2

(

− i√
2

+ i
√

2

) =
1

2i
.Ïîëó÷àåì òåïåðü

2π
∫

0

dt

4
√

2 sin t + 6
= 2πi · 1

2i
= π.Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

2π
∫

0

dt

(
√

5 +
√

2 cos t)2
.



44 Âûïîëíÿÿ òó æå çàìåíó, ïîëó÷èì
2π
∫

0

dt

(
√

5 +
√

2 cos t)2
=

∫

|z|=1

dz

iz

(√
5 +

√
2 · z2 + 1

2z

)

2
=

=

∫

|z|=1

dz

iz · 1

4z2
(2
√

5z +
√

2z2 +
√

2)2

=

∫

|z|=1

2zdz

i(z2 +
√

10z + 1)2
.

x

y

0 1

z1z2

Êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ ÿâëÿ-þòñÿ òî÷êè
z1,2 = −

√

5

2
±
√

3

2
.Âíóòðü êîíòóðà ïîïàäàåòòîëüêî òî÷êà

z1 = −
√

5

2
+

√

3

2
,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîìâòîðîãî ïîðÿäêà.Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå

f(z) =
2z

i(z − z1)2(z − z2)2
,òî âû÷åò â òî÷êå z1 ðàâåí

res f(z1) = lim
z→z1

d

dz

(

2z

i(z − z2)2

)

=

= lim
z→z1

2

i

(

1

(z − z2)2
− 2z

(z − z2)3

)

=
2

i
· −z1 − z2

(z1 − z2)3
=

=
2

i
·

√

5

2
−
√

3

2
+

√

5

2
+

√

3

2
(

−
√

5

2
+

√

3

2
+

√

5

2
+

√

3

2

)

3
=

2

i
·
√

10

(
√

6)3
=

√
5

3
√

3 i
.



45è òîãäà èñêîìûé èíòåãðàë ðàâåí
2π
∫

0

dt

(
√

5 +
√

2 cos t)2
= 2πi ·

√
5

3
√

3 i
=

2
√

5

3
√

3
π.Çàäà÷à 19.Ïóñòü f(x) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, f(x) =

Pm(x)

Qn(x)
, ãäå

Pm(x) è Qn(x) �ìíîãî÷ëåíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñòåïåíåé m è n .Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè (Qn(x) 6= 0 ),è n > m + 2 , ò.å. ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, íà äâååäèíèöû áîëüøå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ, òî
+∞
∫

−∞

f(x) dx = 2πi
∑

zk

Im zk>0

res f(zk) (34)Ñïðàâà ñòîèò ñóììà âû÷åòîâ �óíêöèè f(z) âî âñåõ ïîëþñàõ
zk , ðàñïîëîæåííûõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)2(x2 + 16)
.�åøåíèå. Ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ðàâíà 0, à ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿðàâíà 6. Ôóíêöèÿ f(x) =

1

(x2 + 1)2(x2 + 16)
íå èìååò îñîáåííî-ñòåé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëàìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (34).Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè f(z) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà

z1 = 4i è ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà z2 = i .Íàõîäèì âû÷åòû.
z1 = 4i . Ôóíêöèþ f(z) ïðåäñòàâèì â âèäå

f(z) =
1

(z2 + 1)2(z + 4i)(z − 4i)
.



46Òîãäà
res f(4i) = lim

z→4i

1

(z2 + 1)2(z + 4i)
=

1

(−16 + 1)2(4i + 4i)
=

=
1

225 · 8i =
1

1800i
.

z2 = i . Ôóíêöèþ f(z) ïðåäñòàâèì â âèäå
f(z) =

1

(z + i)2(z − i)2(z2 + 16)
.Òîãäà

res f(i) = lim
z→i

d

dz

(

1

(z + i)2(z2 + 16)

)

=

= lim
z→i

( −2

(z + i)3(z2 + 16)
− 2z

(z + i)2(z2 + 16)2

)

=

=
−2

(2i)3(−1 + 16)
− 2i

(2i)2(−1 + 16)2
=

13

900i
.Îòñþäà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà

+∞
∫

−∞

dx

(x2 + 1)2(x2 + 16)
= 2πi

(

1

1800i
+

13

900i

)

= 0, 03π.

Çàäà÷à 20.Ïóñòü f(x) � ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ, f(x) =
Pm(x)

Qn(x)
, ãäå

Pm(x) è Qn(x) �ìíîãî÷ëåíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñòåïåíåé m è n .È ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè (Qn(x) 6=
0 ), è n > m + 1 , ò.å. f(x) � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü.



47Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âèäà
+∞
∫

−∞

f(x) cos λx dx (35)
+∞
∫

−∞

f(x) sin λx dx (36)óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì.�àññìàòðèâàåì �óíêöèþ
g(z) = f(z)eiλz,íàõîäèì ñóììó åå âû÷åòîâ â îñîáûõ òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ ââåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Äàëåå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óìíîæàåìíà 2πi . Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ áóäåòðàâíà èíòåãðàëó (35), à ìíèìàÿ � èíòåãðàëó (36), ò.å. ìû áóäåìâû÷èñëÿòü äâà èíòåãðàëà îäíîâðåìåííî. Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíîçàïèñàòü òàê:

+∞
∫

−∞

f(x) cos λx dx = Re

[

2πi
∑

zk

Im zk>0

reszk
(f(z)eiλz)

]

+∞
∫

−∞

f(x) sin λx dx = Im

[

2πi
∑

zk

Im zk>0

reszk
(f(z)eiλz)

]Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
+∞
∫

−∞

x cos 2x

(x2 + 1)2
dx.�åøåíèå. �àññìàòðèâàåì �óíêöèþ

g(z) =
ze2iz

(z2 + 1)2
.



48Îíà èìååò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè åäèíñòâåííûé ïîëþñ âòî-ðîãî ïîðÿäêà z0 = i . Íàõîäèì
res g(i) = lim

z→i

d

dz

(

ze2iz

(z + i)2

)

= lim
z→i

(

e2iz + 2ize2iz

(z + i)2
− 2ze2iz

(z + i)3

)

=

=
e−2 − 2e−2

(2i)2
+

2ie−2

(2i)3
=

1

2e2
.Òîãäà

+∞
∫

−∞

x cos 2x

(x2 + 1)2
dx = Re

(

2πi
1

2e2

)

= 0.Òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü, çàìåòèâ,÷òî f(x) =
x cos 2x

(x2 + 1)2
� íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ. Îäíàêî, ìû òàêæåíàøëè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

+∞
∫

−∞

x sin 2x

(x2 + 1)2
dx = Im(πe−2i) =

π

e2
.Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞
∫

−∞

(x2 + x) sin x

x4 + 13x2 + 36
dx.�åøåíèå. �àññìàòðèâàåì �óíêöèþ

g(z) =
(z2 + z)eiz

z4 + 13z2 + 36
=

(z2 + z)eiz

(z2 + 4)(z2 + 9)
.Ýòà �óíêöèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìååò äâà ïîëþñà ïåð-âîãî ïîðÿäêà z1 = 2i è z2 = 3i . Íàõîäèì âû÷åòû:

res g(2i) = lim
z→2i

(z2 + z)eiz

(z + 2i)(z2 + 9)
=

(−4 + 2i)e−2

4i · (−4 + 9)
=

(−2 + i)e−2

10i

res g(3i) = lim
z→2i

(z2 + z)eiz

(z2 + 4)(z + 3i)
=

(−9 + 3i)e−3

(−9 + 4) · 6i =
(3 − i)e−3

10i



49Òîãäà
2πi(res g(2i) + res g(3i)) = 2πi

(

(−2 + i)e−2

10i
+

(3 − i)e−3

10i

)

=

=

(

3

5
e−3 − 2

5
e−2

)

π +
π

5

(

e−2 − e−3
)

i.Ïîëó÷àåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà
+∞
∫

−∞

(x2 + x) sin x

x4 + 13x2 + 36
dx =

= Im

[(

3

5
e−3 − 2

5
e−2

)

π +
π

5

(

e−2 − e−3
)

i

]

=
π(e − 1)

5e3
.Çàäà÷à 21.Èçîáðàæåíèåì �óíêöèè f(t) ïî Ëàïëàñó íàçûâàåòñÿ �óíê-öèÿ F (p) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî p , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåí-ñòâîì

F (p) =

+∞
∫

0

f(t)e−pt dt (37)Åñëè F (p) åñòü èçîáðàæåíèå f(t) , òî ñèìâîëè÷åñêè áóäåì îáî-çíà÷àòü ýòî òàê:
f(t) : F (p)Çàäà÷ó 21 ìîæíî ðåøèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ëèøü îïðåäåëåíè-åì èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó.Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå èçâåñòíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ëàïëàñà. Ïåðå÷èñëèì èõ:1) Ëèíåéíîñòü: äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ïîñòîÿííûõ C1 è

C2

C1f1(t) + C2f2(t) : C1F1(p) + C2F2(p).



50 2) Ôîðìóëà ïîäîáèÿ: äëÿ ëþáîãî ïîñòîÿííîãî ω > 0

f(ωt) :
1

ω
F
( p

ω

)

.3)Äè��åðåíöèðîâàíèå îðèãèíàëà: åñëè �óíêöèè f(t) , f ′(t) ,. . . , f (n)(t) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè-îðèãèíàëàìè, òî
f ′(t) : pF (p) − f(0),

f ′′(t) : p2F (p) − pf(0) − f ′(0),. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f (n)(t) : pnF (p) − pn−1f(0) − pn−2f ′(0) − · · · − f (n−1)(0).Âåëè÷èíà f (k)(0) , k = 0, 1, . . . , n−1 , ïîíèìàåòñÿ êàê lim

t→+0
f (k)(t) .4) Äè��åðåíöèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ:

F ′(p) ; −tf(t).5) Èíòåãðèðîâàíèå îðèãèíàëà:
t
∫

0

f(τ) dτ :
F (p)

p
.6) Èíòåãðèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ: åñëè f(t)

t
ÿâëÿåòñÿ �óíê-öèåé-îðèãèíàëîì, òî

∞
∫

p

F (p) dp ;
f(t)

t
.7) Ôîðìóëà ñìåùåíèÿ: äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî λ

f(t)e−λt
: F (p + λ).8) Ôîðìóëà çàïàçäûâàíèÿ:

f(t − τ) : e−pτF (p), τ > 0.



519) Ôîðìóëà óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé:
F1(p)F2(p) ;

t
∫

0

f1(τ)f2(t − τ) dτ.Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè èçîáðàæåíèå êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíê-öèè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè è èçîáðàæåíèåì�óíêöèè Õýâèñàéäà (åäèíè÷íîãî ñêà÷êà)
η(t) =

{

1, t > 0,

0, t 6 0.Èçîáðàæåíèåì ýòîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ
F (p) =

1

p
.Î÷åâèäíî, ÷òî

ϕ(t)η(t) =

{

ϕ(t), t > 0,

0, t 6 0,êðîìå òîãî,
η(t − a) =

{

1, t > a,

0, t 6 a,Ïðèìåð 1. Ïî äàííîìó ãðà�èêó îðèãèíàëà íàéòè èçîáðàæåíèå(ðèñ. 19).�åøåíèå. Çàïèøåì �óíêöèþ f(t) àíàëèòè÷åñêè:
f(t) =































0, t 6 a,

2, a < t 6 2a,

0, 2a < t 6 3a,

3, 3a < t 6 4a,

0, t > 4a.
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t

f(t)

0 a 2a 3a 4a

2

3

Òåïåðü èñïîëüçóåì �îðìóëó (37):
F (p) =

a
∫

0

0 · e−pt dt +

2a
∫

2

2e−pt dt +

3a
∫

2a

0 · e−pt dt+

+

4a
∫

3a

3e−pt dt +

+∞
∫

4a

0 · e−pt dt = −2

p
e−pt|2a

a − 3

p
e−pt|4a

3a =

=
2

p
e−ap − 2

p
e−2ap +

3

p
e−3ap − 3

p
e−4ap.Ïðèìåð 2. Ïî äàííîìó ãðà�èêó îðèãèíàëà íàéòè èçîáðàæåíèå(ðèñ. 20).�åøåíèå. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ f(t) , èñïîëüçóÿ �óíêöèþÕýâèñàéäà η(t)

f(t) =

(

1

a
t − 1

)

η(t)−
(

1

a
t − 1

)

η(t−2a)+

(

3 − 1

a
t

)

η(t−2a) =

=
1

a
tη(t) − η(t) − 1

a
(t − 2a)η(t − 2a) − η(t − 2a)−
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− 1

a
(t − 2a)η(t − 2a) + η(t − 2a) =

=
1

a
tη(t) − η(t) − 2

a
(t − 2a)η(t − 2a).

Òåïåðü ïî �îðìóëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ
tη(t) : −

(

1

p

)′
=

1

p2
.Êðîìå òîãî, ïî �îðìóëå çàïàçäûâàíèÿ

(t − 2a)η(t − 2a) :
1

p2
· e−2ap.Òåïåðü, â ñèëó ëèíåéíîñòè, íàõîäèì èñêîìîå èçîáðàæåíèå

F (p) =
1

ap2
− 1

p
− 2

ap2
e−2ap.Çàäà÷à 22.Ïðè îòûñêàíèè îðèãèíàëà ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ èñ-ïîëüçóþò òàáëèöû ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è ñâîéñòâà, ïåðå-÷èñëåííûå âûøå. Âûïèøåì �ðàãìåíò òàáëèöû, äîñòàòî÷íûéäëÿ ðåøåíèÿ âñåõ ïðåäëîæåííûõ çàäà÷.



54Îðèãèíàë f(t) Èçîáðàæåíèå F (p)1 1

p

tn
n!

pn+1

eλt 1

p − λ

tneλt n!

(p − λ)n+1

sin ωt
ω

p2 + ω2

cos ωt
p

p2 + ω2

sh ωt
ω

p2 − ω2

ch ωt
p

p2 − ω2

eλ sin ωt
ω

(p − λ)2 + ω2

eλ cos ωt
p

(p − λ)2 + ω2

eλ sh ωt
ω

(p − λ)2 − ω2

eλ ch ωt
p

(p − λ)2 − ω2

t sin ωt
2pω

(p2 + ω2)2

t cos ωt
p2 − ω2

(p2 + ω2)2

t sh ωt
2pω

(p2 − ω2)2

t ch ωt
p2 + ω2

(p2 − ω2)2



55Ïðè íàõîæäåíèè îðèãèíàëà îò äðîáè èñïîëüçóþò äâà ïðèå-ìà:1) ðàçëîæåíèå äðîáè â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Ïðè ýòîìðàçëàãàòü ìîæíî êàê íà äðîáè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöè-åíòàìè, òàê è íà äðîáè ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè, âçàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè è ïðîñòîòû òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.2) èñïîëüçóþò �îðìóëó ðàçëîæåíèÿ:
f(t) :

∑

k

respk

(

F (p)ept
)

, (38)ãäå ñóììà âû÷åòîâ áåðåòñÿ ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì pk �óíêöèè
F (p) . Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî âû÷åòû âû÷èñëÿþòñÿ íåäëÿ �óíêöèè F (p) , à äëÿ �óíêöèè G(p) = F (p)ept .Ïðèìåð 1. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ:

F (p) =
3p − 2

(p − 1)(p2 − 6p + 10)
.�åøåíèå. �àçëîæèì äðîáü â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

3p − 2

(p − 1)(p2 − 6p + 10)
=

a

p − 1
+

bp + c

p2 − 6p + 10
.Êàê îáû÷íî, ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ äðîáè, ñòîÿùèåâ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â ÷èñëèòåëå ïîëó÷èì

a(p2 − 6p + 10) + (bp + c)(p − 1) = 3p − 2èëè
(a + b)p2 + (−6a − b + c)p + (10a − c) = 3p − 2.Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó-÷àåì ñèñòåìó:











a + b = 0,

−6a − b + c = 3,

10a − c = −2.



56�åøàÿ åå, íàõîäèì:
a =

1

5
, b = −1

5
, c = 4.Èòàê, ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

F (p) =
1

5
· 1

p − 1
+

−1
5
p + 4

p2 − 6p + 10Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â çíàìåíàòåëå:
p2 − 6p + 10 = (p − 3)2 + 1.Èñïîëüçóÿ òàáëèöó, íàõîäèì:

p − 3

(p − 3)2 + 1
: e3t cos t,

1

(p − 3)2 + 1
: e3t sin t,

1

p − 1
: et.Òåïåðü ïðåîáðàçóåì F (p) òàê, ÷òîáû âûäåëèòü ÿâíî ýòè âûðà-æåíèÿ:

F (p) =
1

5
· 1

p − 1
− 1

5
· p − 3

(p − 3)2 + 1
+

17

5
· 1

(p − 3)2 + 1
.Òîãäà

f(t) =
1

5
et − 1

5
e3t cos t +

17

5
e3t sin t.Ïðèìåð 2. Íàéòè îðèãèíàë ïî çàäàííîìó èçîáðàæåíèþ:

F (p) =
1

(p2 + 4)2
.�åøåíèå. Èñïîëüçóåì �îðìóëó (38). Èùåì âû÷åòû �óíêöèè

G(p) =
ept

(p2 + 4)2
=

ept

(p + 2i)2(p − 2i)2
.



57Çäåñü èìåþòñÿ äâà ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà: p1 = 2i è p2 = −2i .Èñïîëüçóåì �îðìóëó (31) äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòîâ:
res G(p1) = lim

p→2i

d

dt

(

ept

(p + 2i)2

)

=

= lim
p→2i

t(p + 2i)2ept − 2(p + 2i)ept

(p + 2i)4
=

=
(−16t − 8i)e2it

256
=

(

− 1

16
t − 1

32
i

)

e2it.

res G(p2) = lim
p→−2i

d

dt

(

ept

(p − 2i)2

)

=

= lim
p→−2i

t(p − 2i)2ept − 2(p − 2i)ept

(p − 2i)4
=

=
(−16t + 8i)e−2it

256
=

(

− 1

16
t +

1

32
i

)

e−2it.Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, íàõîäèì:
f(t) =

(

− 1

16
t − 1

32
i

)

e2it +

(

− 1

16
t +

1

32
i

)

e−2it =

= −1

8
t
e2it + e−2it

2
+

1

16
· e2it − e−2it

2i
=

= −1

8
t cos 2t +

1

16
sin 2t.Çàäà÷à 23.�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ n -ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè:

{

anx
(n)(t) + an−1x

(n−1)(t) + · · · + a1x
′(t) + a0x(t) = f(t),

x(0) = x′(0) = · · · = x(n−1)(0) = 0.
(39)Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðåøèì ñíà÷àëà çàäà÷ó Êîøè äëÿóðàâíåíèÿ

anx
(n)(t) + an−1x

(n−1)(t) + · · · + a1x
′(t) + a0x(t) = 1 (40)



58ïðè òåõ æå íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-÷è (40) óäîáíî ïåðåéòè ê èçîáðàæåíèÿì ïî Ëàïëàñó. Ïîëó÷èìàëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
(anp

n + an−1p
n−1 + · · · + a1p + a0)X1(p) =

1

p
,ãäå X1(p) - èçîáðàæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (40) x1(t) . Òîãäà

X1(p) =
1

p
· 1

anpn + an−1pn−1 + · · · + a1p + a0

.Çàìåòèì, ÷òî èçîáðàæåíèåì äëÿ ïðîèçâîäíîé x′
1(t) áóäåò ñëó-æèòü �óíêöèÿ

x′
1(t) :

1

anpn + an−1pn−1 + · · · + a1p + a0

.Ïî ïîëó÷åííîìó èçîáðàæåíèþ íàõîäèì îðèãèíàë x′
1(t) . Òåïåðüðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (39) ìîæíî íàéòè ïî îäíîé èç �îðìóëÄþàìåëÿ:

x(t) =

t
∫

0

x′
1(τ)f(t − τ) dτ, (41)

x(t) =

t
∫

0

x′
1(t − τ)f(τ) dτ, (42)Çàìåòèì, ÷òî â �îðìóëàõ Äþàìåëÿ (41) è (42) ó÷àñòâóåò òîëüêîïðîèçâîäíàÿ x′

1(t) , ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (39) íåò íåîá-õîäèìîñòè íàõîäèòü �óíêöèþ x1(t) , äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøüåå ïðîèçâîäíóþ. Äàëåå, ñëåäóåò ñðàâíèòü, íàñêîëüêî ñëîæíû�óíêöèè f(t) è x1(t) , è âûáðàòü áîëåå ïðîñòóþ èç äâóõ ïðåä-ëîæåííûõ �îðìóë.Ïðèìåð. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè






y′′ + y′ =
1

(1 + et)2
,

y(0) = 0, y′(0) = 0.



59�åøåíèå. Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå
y′′

1 + y′
1 = 1ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.Ïåðåõîäÿ ê èçîáðàæåíèÿì ïî Ëàïëàñó, ïîëó÷àåì:

p2Y1(p) + pY1(p) =
1

p
,îòêóäà

Y1(p) =
1

p
· 1

p2 + p
.Òàê êàê

1

p2 + p
=

1

p
− 1

p + 1
; 1 − e−t,òî

y′
1(t) = 1 − e−t.Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Äþàìåëÿ (41), íàõîäèì

y(t) =

t
∫

0

1

(1 + eτ )
·
(

1 − e−(t−τ)
)

dτ =

t
∫

0

1 − e−teτ

(1 + eτ )2
dτ.Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé u = eτ . Òîãäà dτ =

du

u
, è ïðè

τ1 = 0 u1 = 1 , à ïðè τ2 = t u2 = et . Òîãäà
y(t) =

et
∫

1

1 − e−tu

(1 + u)2
· du

u
.Òåïåðü îáû÷íûì îáðàçîì ðàçëîæèì äðîáü â ñóììó ïðîñòåéøèõäðîáåé, ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü åå:

1 − e−tu

u(1 + u)2
=

a

u
=

b

u + 1
+

c

(u + 1)2
,

a + u(2a + b + c) + u2(a + b) = 1 − e−tu



60Ïîëó÷àåì ñèñòåìó:










a + b = 0,

2a + b + c = −e−t,

a = 1.�åøàÿ åå, íàõîäèì:
a = 1, b = −1, c = −1 − e−t.Òîãäà

y(t) =

et
∫

1

(

1

u
− 1

u + 1
− 1 + e−t

(u + 1)2

)

du =

=

[

ln |u| − ln |u + 1| + 1 + e−t

u + 1

]∣

∣

∣

∣

et

1

=

= t − ln(1 + et) + e−t − 1 + ln 2.Èòàê, íàøëè ðåøåíèå:
y(t) = t − 1 − ln(1 + et) + e−t + ln 2.Çàäà÷è 24, 25, 26.Â ýòèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè ëèáî äëÿîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè,ëèáî äëÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.Îáùèé ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:1) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äè��åðåíöèðîâàíèè îðèãèíàëà èíà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâ-íåíèþ èëè ñèñòåìå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâ-íåíèå èëè ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.2) �àçðåøàåì àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèç-âåñòíûõ �óíêöèé.3) Ïî ïîëó÷åííîìó èçîáðàæåíèþ íàõîäèì îðèãèíàë, êîòî-ðûé è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè.



61Ïðèìåð 1. Îïåðàöèîííûì ìåòîäîì ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè










y′′ − 3y′ + 2y = 2et cos t/2,

y(0) = 1,

y′(0) = 0.�åøåíèå. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äè��åðåíöèðîâàíèè îðèãèíà-ëà, íàõîäèì:
y′(t) : pY (p) − y(0) = pY (p) − 1,

y′′(t) : p2Y (p) − py(0) − y′(0) = p2Y (p) − p.Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òàáëèöå
2et cos t/2 : 2

p − 1

(p − 1)2 + 1
4

.Ïåðåõîäèì â óðàâíåíèè ê èçîáðàæåíèÿì ïî Ëàïëàñó
p2Y (p) − p − 3pY (p) + 3 + 2Y (p) = 2

p − 1

(p − 1)2 + 1
4

(p2 − 3p + 2)Y (p) =
2p − 2

p2 − 2p + 5
4

+ p − 3.Òîãäà
Y (p) =

2p − 2 + p3 − 2p2 + 5
4
p − 3p2 + 6p − 15

4

(p2 − 2p +
5

4
)(p2 − 3p + 2)

=

=
p3 − 5p2 + 37

4
p − 23

4

(p2 − 2p +
5

4
)(p − 1)(p − 2)�àçëîæèì äðîáü â ñóììó ïðîñòåéøèõ:

p3 − 5p2 + 37
4
p − 23

4

(p2 − 2p +
5

4
)(p − 1)(p − 2)

=
a

p − 2
+

b

p − 1
+

cp + d

p2 − 2p + 5
4

,
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a(p−1)(p2−2p+

5

4
)+b(p−2)(p2−2p+

5

4
)+(cp+d)(p2−3p+2) =

= p3 − 5p2 +
37

4
p − 23

4
,

p3(a + b + c) + p2(−3a− 4b− 3c + d) + p(
13

4
a +

21

4
b + 2c− 3d)+

+ (
5

4
a − 5

2
b + d) = p3 − 5p2 +

37

4
p − 23

4
.Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:































a + b + c = 1,

−3a − 4b − 3c + d = −5,

13

4
a +

21

4
b + 2c − 3d =

37

4
,

5

4
a − 5

2
b + d = −23

4
.Åå ðåøåíèå: a = 3/5 , b = 2 , c = −8/5 , d = 0 . Èòàê,

Y (p) =
3

5
· 1

p − 2
+

2

p − 1
− 8

5
· p

(p − 1)2 + 1
4

.Ïðèáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ â ÷èñëèòåëå ïîñëåäíåé äðîáè 1, ëåãêîíàõîäèì îðèãèíàë:
Y (p) =

3

5
· 1

p − 2
+

2

p − 1
− 8

5
· p − 1

(p − 1)2 + 1
4

− 16

5
· 1/2

(p − 1)2 + 1
4

.

y(t) =
3

5
e2t + 2et − 8

5
et cos

t

2
− 16

5
et sin

t

2
.Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òàá-ëèöåé, íóæíî áûëî, ÷òîáû â ÷èñëèòåëå ïîñëåäíåé äðîáè ñòîÿëà

1/2 . Ýòîãî äîáèëèñü, óìíîæèâ è ðàçäåëèâ äðîáü íà 2.Ïðèìåð 2. �åøèòü ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèçàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:


















ẋ = −x + 3y + 2,

ẏ = x + y + 1,

x(0) = 0,

y(0) = 1.



63�åøåíèå. Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïåðåéäåì â ñèñòåìåê èçîáðàæåíèÿì ïî Ëàïëàñó. Ñòîèò áûòü âíèìàòåëüíûìè, òàêêàê â ïðàâîé ÷àñòè åñòü äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, ê êîòîðûìòîæå íóæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïîëó÷àåì ñè-ñòåìó:














pX(p) = −X(p) + 3Y (p) +
2

p
,

pY (p) − 1 = X(p) + Y (p) +
1

p
.Èëè:















(p + 1)X(p) − 3Y (p) =
2

p
,

−X(p) + (p − 1)Y (p) =
1

p
+ 1.Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íóæíî âûðàçèòü �óíêöèè X(p) è Y (p) .Ýòà ñèñòåìà ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî X(p) è Y (p) , ïîýòîì óäîáíîâîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè Êðàìåðà. Âû÷èñëÿåì:

∆ =

∣

∣

∣

∣

p + 1 −3
−1 p − 1

∣

∣

∣

∣

= p2 − 1 − 3 = p2 − 4,

∆X =

∣

∣

∣

∣

∣

2
p

−3
1
p

+ 1 p − 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 − 2

p
+

3

p
+ 3 =

5p + 1

p
,

∆Y =

∣

∣

∣

∣

∣

p + 1 2
p

−1 1
p

+ 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 +
1

p
+ p + 1 +

2

p
=

p2 + 2p + 3

p
.Ïîëó÷àåì:

X(p) =
∆X

∆
=

5p + 1

p(p − 2)(p + 2)
,

Y (p) =
∆Y

∆
=

p2 + 2p + 3

p(p − 2)(p + 2)Òåïåðü îò ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé íóæíî ïåðåéòè â îðèãèíà-ëàì. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî �îðìóëó ðàçëîæåíèÿ (38). Çàìåòèì,÷òî îñîáûå òî÷êè �óíêöèé X(p) è Y (p) � ýòî ïîëþñà ïåðdîãî



64ïîðÿäêà P1 = 0 , p2 = 2 , p3 = −2 . Òåïåðü ëåãêî íàéòè âû÷åòûïî �îðìóëå (30):
res0(X(p)ept) = lim

p→0

5p + 1

(p − 2)(p + 2)
ept= − 1

4
,

res2(X(p)ept) = lim
p→2

5p + 1

p(p + 2)
ept =

11

8
e2t,

res−2(X(p)ept)= lim
p→−2

5p + 1

p(p − 2)
ept = − 9

8
e−2t.Ïîëó÷èëè, ÷òî

x(t) = −1

4
+

11

8
e2t − 9

8
e−2t.Àíàëîãè÷íî äëÿ �óíêöèè Y (p) ïîëó÷àåì:

res0(Y (p)ept) = lim
p→0

p2 + 2p + 3

(p − 2)(p + 2)
ept= − 3

4
,

res2(Y (p)ept) = lim
p→2

p2 + 2p + 3

p(p + 2)
=

11

8
e2t,

res−2(Y (p)ept)= lim
p→−2

p2 + 2p + 3

p(p − 2)
ept =

3

8
e−2t.Òîãäà

y(t) = −3

4
+

11

8
e2t +

3

8
e−2t.Èòàê, ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è èìååò âèä:











x(t) = −1

4
+

11

8
e2t − 9

8
e−2t,

y(t) = −3

4
+

11

8
e2t +

3

8
e−2t.


